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h ikjGlgmonqp�nTr#sZlgtvuqwyxvz|{�j>}�t�~�mEuqr*xvz�nq����uqm�t�monqp�nqr
�P�������+�>�4���e�g� �G����G�q�M���_���>��� �o�/�M�>��� ���>�����������M���T�������\ g��¡7�M�G�¢�¤£�¥¤��¢ g�R�>�����¦���\���q�\��� �¤§\�(�
¡7�M�G�¢�¤£�¥¤�Z�B�¤�g���_�g�e�;�G�g�¨�!�G���q���_�>�y� ����£7�T�¤��� �(�e�ª©g�_�y«��ª�e���e�g�^�e���

D = {(s, k) | s ∈ {1, 2, 3, 4} , k ∈ {1, ..., 8}} = {1, 2, 3, 4}× {1, ..., 8} .

¬ �g�\�g������2�_���>���������®�e�����\��2�����H�G�ª�g���Z�_���>���!�����e�g�;���+�>�7�¦�¯� �\�o�G���q�\�>���_�������e�g�� �\�G�°���B�+�
���\�!±®���¢�e�_�_�

²7³�´ �G�R�G�µ�¤��±����e���_±®�¨�e��� �\¥������>�¨�e�¤�\�¶�e���®�e���T���E�·¸�g���g�g�¹�¤��«����¤�>�¶�H«E��� �\�G�g���\�E�\�g�µ�e ��ª�
�\�g�y�H«E�®�_���>���o���������\�e���_�>º

» ³°´ �¦�¨�����!�e���q�_���>���¤�g��¥4���*�e�g�¤���e����º

¼�½¢¼ ¾!¿�ÀJÁ�ÂÄÃ(À/ÅeÆ�Â�ÇHÀEÈ
É®Ê*ËBÌ Í+ÎÐÏ7ÑÓÒ
Ô��M�;� �\�g� �¤�e� ���+�e�q���������>�¨�G�ª�M�Õ�*�M�e�e �±���Ö¨���G����£�¥¤�_��×

si Ø £7� ¥¤�\�g§°�e�
{1...4}

���¦��×
ki Ø £¦�_¥ª�M��§°�G�

{1...8}
�

Ù!���q�e�����¤�vÚ( ��+�H�G�ª�M���_���v£¦�T«��G�ª�¢�e�_�

T =
{

{(s1, k1) , (s1, k2) , (s2, k3) , (s2, k4)} s1 < s2, k1 < k2, k3 < k4

}

É®Ê*ËBÌ Í+ÎÐÏ7Ñ�Û
¬ �BÜ��_¥ª�_±�� �(���ª�v�G���¤���¢� �!������� ©g���+�y£BÜ

²7³ ��¡¦���¤�o�\�����¤�¢�e�¤�g����� �\¥¤�\�>�
{s1, s2} ⊆ {1...4}

�
» ³ �H«o�®�����H�G�ª�g�����B�ª�g�g�

{k1, k2} ⊆ {1...8}
���¦�

ÝB³ �H«o�®�����H�G�ª�g�����B�ª�g�g�
{k3, k4} ⊆ {1...8}

�
�/�M�>�2�G�e�¤¡�¥¤���

({s1, s2} , {k1, k2} , {k3, k4})
�g��� ©g���+�o�µ\·a�g�\�g�®�G�g�¨��£7� ¥¤�\��§(�E�e�

T
��Þ°�\�G� �¨ÖM� �+�

��¥¤¥��g�\�g�����¤�
T

�_���µ£¦������©g���+�µ£(Ü;�¢ g�>�®�¹�e�G�¤¡�¥ª� �/���g�;�H«o�T���¤�¢�e�¤�g���J�e�G�ª¡g¥ª� �G����� ©g�����H«o�T���¤�¢�e�¤�g���
� ¥¤� ±��_�M�>�!���

T
���e��G�g�¨�+�� g�e�ª��§��G���T¡��G���� g�����G �¥¤�\���\�g�Z§M���>�

|T | = C (4, 2) · C (8, 2) · C (8, 2) = 4704.



¼�½¯ß àâáãÂ�ä�Ç¢Å¢á�åæÃMÀEÅ¢Æ�Â�Ç¢À/È
É®Ê*ËBÌ Í+ÎÐÏ7ÑÓÒ
Ù!���T�e�����¤��Ú( ��+�H�G�ª�M�v�_���v£¦�T«��G�ª�¢�e�_�

T =

{

{(s1, k1) , (s1, k2) , (s2, k3) , (s2, k4)}
s1, s2 ∈ {1...4} , ∀i ki ∈ {1...8}

���g�
s1 6= s2, k1 6= k2, k3 6= k4

}

.

É®Ê*ËBÌ Í+ÎÐÏ7Ñ�Û
Ô��M�y�g���G���e�¤�\�g�\¥Z� �\�BÖ\�_���¤� �g� �\����� ©g���

℘p (n) = {A | A ⊆ {1...n} , |A| = p}
£7�ç�e���.�¢� �v�\�

�e �£g�e���G�!�\�
{1...n}

�G�g�¨���g�dÖM�¹� è��\���G¥ªÜ
p
�_¥ª�_±�� �(�G�_�

´ �T�g�¨«é��� ©g���q�µ±®��¡�¡��¤��§
F : ℘2 (4) × ℘2 (8) × ℘2 (8) −→ T

�Jê����e�Z�G�g�¨�+ë

•
Ôg�\���\�(Ü

S ∈ ℘2 (4)
���e�g� �G�Z� è��¤�¢���µ �����ÚM g�T¡g���¤�

(s1, s2)
�_� �+�

s1 < s2

���¦�
{s1, s2} = S

�

•
Ôg�\�/�\�BÜ

K ∈ ℘2 (8)
�\�e���_�e��� èB���¢�/�^ �����ÚM g��¡g���¤�

(k1, k2)
�_� �+�

k1 < k2

�\�g�
{k1, k2} = K

�

•
Ôg�\�����BÜ

L ∈ ℘2 (8)
�B�e���_�e�^��è����H���µ �����Ú( ��¹¡¦���¤�

(k3, k4)
�_� �_�

k3 < k4

���g�
{k3, k4} = L

�
¬ �BÜ®�G�e�¤¡�¥¤���

(S, K, L) ∈ ℘2 (4) × ℘2 (8) × ℘2 (8)
�e�B g�� �����ÚM g� ¥¤Ü2����©¦���_�

F (S, K, L) = {(s1, k1) , (s1, k2) , (s2, k3) , (s2, k4)}

���¦�2�ª���¤����¥¤�_���o�G�g�¨�
F (S, K, L)

£¦�_¥ª�M��§M�o�G�
T
�(���\���\¥ª¥

S
�
K

�\�g�
L
�

Þ°�\�G� �¨ÖM� �+�+�\�BÜT� ¥¤� ±�� �(�����
H ∈ T

��� ©g���+�*�H«E�^�¢ g�R�>�
s1, s2

���g��H«E�Z¡g�\�ª�>���\�¦�B�¤�g���
{k1, k2}���¦�

{k3, k4}
�¦�¢ g�>�y�e�¦�¨�

F ({s1, s2} , {k1, k2} , {k3, k4}) = H
�g�e�;�G�g�¨�

F
�¤�;ì¨ígîPì¨�

Ô*�ª�g�\¥ª¥¤Ü\���ª�����o� ¥ª�+���o�e�¦�¨�!�H«E�������H�G�ª�¦�����e�G�¤¡�¥ª� �G�!�\��¡g�\�G�\±µ� �e�_�G�
(S, K, L) 6= (S′, K ′, L′)

«��¤¥ª¥
�G�_�e �¥R���¤�°���¤�¢�e�¤�g�����g���g�g�

F (S, K, L) 6= F (S′, K ′, L′)
�g�e�µ�e�g���

F
���ì¨í4ï�ðPîPì¨ð¢ì�í7ï �

ñ �g�g£(Ü��e���T¡��G���� g���!�G �¥¤�\���M���^�g�\�

|T | = |℘2 (4)| · |℘2 (8)| · |℘2 (8)| = C (4, 2) · C (8, 2) · C (8, 2) = 4704.

¼�½¯ò óçÀ/ô|ôõá�ÈEÂ�Ã
�JÖM� ���G���q×¢�����G�\�ª¥¤�_� Ø �¢�M¥ª ��e�¤�\�ç� �\ �¥���£7�µ±��M����±��\�G�;��� �G���¤¥¤�_�ã�q�P��¡g�\�¢�G�¤�  �¥¤�\�_�7�G���µ�Ð�\���>�¹�e�g���
�e�g�T±��\¡�¡��¤��§

F
�¤���\�(�e�®���¦�y�M����·a�e�\·a�M���T���G�^±µ�M�e��×e�e�\�¤� Ø �e�¦����×H¡g�e�¨ÖM�_�ã� Ø ´ �BÜ2���!�G�g�¨��º¶�\�g�

«��BÜ����!�e�g�����\� � � ¡��>��£�¥¤�+º

•
Ô*�¤�G�¢�_�4�G�������G§\ �±�� �(�>�� g�e�_���e���¢���¨«ö�G���q×H�M�M�G� Ø ���¦�2×H�M����·a�e�\·a�M��� Ø ¡��G�\¡7� �e�e�¤�_�¹�ª�¦���¤�_�¨�G�
�g�¨«÷�e�®¡g�e�����_�_�2�e�®�;�� �¥¤¥�¡��G�B���H�

•
ñ �_���M�g�ã�E�e������ �¥ª¥�¡��e�B�\�¹«o�\ �¥��ø£7��¥¤�\��§M� �®���¦�Ä�¤�BÖ\�M¥ªÖM�y±��\�G�������>�¨�G�ª�M�Õ�Óù¹Ö\� �>��¥¤¥a�J�e�g�
� è�¡�¥¤�\�g�¨�G�ª�M�y«o�\ g¥¤�y£¦�T±��M�e�T���M���� g�e�ª�g§;�G�µ�e���T�G�_�M��� �+�



~ úµ}�r�j�wvûqzýü�uqxv�þnq�Äp �o}Õ}��!r�zÿuqwvx u z�j wyûqp � �����
���¨«é±®���BÜ2�����H�G�ª�¦�����¢�e�G�ª��§(�!���*¥ª�_��§��G�

n
���G�Z�e���_�e�T�e g�>�2�G�g�¨�

²7³ Ù!�g� �G�Z���!�;�e�¤��§\¥¤��×�� Ø �¤�y�e���T�¢�e�G�ª��§����¦�2�ª���¤�o���_�R�G��� �����o�G���^£¦�_§\�¤�����¤��§µ���\���¨�!�G���^� �g�ã�
» ³ ¬ ¥ª¥����e�g� ���>�g�\�G�M���e�_�G�!�\�e�Z�ª�v�G���T�G�\��§\�
	��(·���7�

ß!½¢¼ �MÈEÂ�Æ�ÇHÂ�ÇHÀ/È
��� ²������ ËBÌ
�Õ� ���¯��¥ª�B�M��¨���!�H�G�e�¤��§(�*�e�g���/±®�¨�G�>�µ�G������� ©g���ª�e�¤�\����£7�¨Ö\�M��«��ª�e�®�\� §g�

n = 5
�ã× ��!���"�# Ø ��× ���$!�"%# Ø �× ��!�"&�%# Ø �\�e�q�\¥ª¥��\�4�/×��%��!'"�# Ø �\�g��× ��!�"%#�� Ø �\�e�T�g���_�4�e�ª�g� �q�G���Z×�� Ø �¢���M �¥������ �ª�e���_�¹£7������e�g�

£7� §\�¤�����¤��§����M���¨���e�g�Z�_�g�v���*�e���q�¢�e�G�¤��§g�
Ù!�����g���e ��>��¥�«!�dÜ��\�!«��G�ª�e�¤��§��°�H�G�e�¤��§�(��¤�^�G�° g�e���°�¢�+ÚM g� �g� �\ë*)��%!+��"�#,)
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1 Ï32 � ²�� Î54\Î¯Ñ76vÍ 8�Î¯Ñ767Ì ´ �¹���G��§\�¤Ö\�_������\ g�M�G�ª�g§q¡��G�\£�¥¤� ±k�ª���/��§\¥¤�¤�e�Õ���P�®±®�¨�G��� ±®�¨�G�¤�_� �M�e�g�
Ú( ��_�¢�e�¤�\��«��¤¥ª¥g£¦�/×¢«��g�¨�J�����G����� �\�G���¤�g�\¥����7�e�����J�e���_� Ø*9 �����M�e�����¦�¢«o� �G�ª�g§��G����Ú( ��_�¢�e�¤�\����«E��±; g�¢�
©g�g�v�M ���«��g�¨���G���q�¢� ���¤�_�Eù¹���T�¢ g�R�>��£�¥¤�q�¢� ���¤�_ë

{(c1, ..., cn) | ∃! i ∈ {2, ..., n− 1} , ci = : � : �\�g� ∀j 6= i, cj ∈ { : � : , .. :  : }} . ;=< >
Ù!���^©g�>�¢�����\�¦���R�G�ª�M� ; ∃!i...”

� : > �G�dÜ��/�G�g�¨���e���_�e�T������ �����Ú( ��@?+��A®�ª���G����¢�e�G�ª�g§��\�g�y�e�g�����ª���¤�
���_�R�G��� �q���Z�G���®£7� §\�¤�����¤��§����M�^���T�e�����_�g�ã�®Ù!�����e�_���M�g�¶� �\�g���R�G�ª�M� ; ∀j 6= i... > �G�dÜ����G�g�¨��\¥ª¥
���G��� ���>�¦���>�\���G� �>�E�\�e�^ �¡g¡¦�_�¢·P� �M�¢�Z¥ª� �¢�G� �>� �

�Õ�B�\�B�¤��§®�¨�!�e�g�T¡��e�M£�¥¤� ± ���G�\±ÿ�\�����G��� ���\��§\¥¤�\���M���T�¢�_�_�o�G�g�¨���\�����G��� ���e ��R�>��£�¥¤�q�e�����¤�
n

︷ ︸︸ ︷

L × { : � : } × L × L × ... × L ∪
L × L × { : � : } × L × ... × L ∪���
L × ... × L × { : � : } × L × L ∪
L × ... × L × L × { : � : } × L,

; � >

«����_�e�
L = { : � : , .. :  : } �JÙ!���¤���e�������!¥¤�\��§M� �o�e�®«��G�R�G�\�B���¨«o� ÖM� �+�

²7³ �ª�E���o��¥¤�_���J�e�g���/�e�g���e�_�e±®�/�ª�®�G���� ��g�ª�M�2���G�!�H«E�\·a£BÜ(·a�H«E�T�����DCH�M�ª�(�+�(�e�T�e�¦�¨�/�G���¹�e �±õ�e g¥ª� E
�\¡�¡�¥¤�ª�+� � ¬ �g����¥��¢�¦�

» ³ �G���T¡��G���� g�����G �¥¤�Z�e� ¥¤¥��� g�!���¨«Ó�e�����M±�¡� ��e�Z�G���q� �\�G���¤�g�\¥ã�����+�\�>�y�e�_�e±��¤�v�e���T g���ª�M�Õ�
ñ �y«����¤�>���e� �_±®���G���£7�_�¢�>º ñ �¤�g����e���µ���g�e«o� ���G���e�g�¡��G�\£�¥¤� ±#�e� �_±��FCH g�¢�^�����_« �¢�e� ¡¦���d«!�dÜ
���G�\±��/Ú7�¦����¥ª� ���¯�!§\�µ���\�!�G�g�¨���M¡��e�¤�\�Õ�

ß!½¯ß ¾oÀEÅ¢Æ�Â�Ç¢À/ÈHGJIT½¢¼LK
�Õ� �

L = { : � : , .. :  : } �FM¹��©g�g�

S =

n
︷ ︸︸ ︷

L × { : � : } × L× L × ... × L ∪
L × L × { : � : } × L × ... × L ∪���
L × ... × L × { : � : } × L × L ∪
L × ... × L × L × { : � : } × L.

�¸�^�¤�T� ¥ª�+���¹�e�g���¹�G���¤�T�e���T���M�(�G���¤�g�Z��¥¤¥��H�G�e�¤��§M�¹���E¥ª�_��§��G�
n

�G�g�¨�^Ö\�_�e�ª��Ü°���M�g���ª�e�¤�\�g� ²¦³ ���¦� » ³��£7�¨Ö\�M��Þ°�\�G� �¨ÖM� �+�B�e���
n − 2

�G� �G±®�������G��� ��g�ª�M�¶���G�^�H«E�\·a£BÜ(·a�H«E�®�����DCH�M�ª�(�+�7�e�®�e�¦�¨���G���;�e �±
NPOLQSRUT V,R=WXQZY [ \S[]QS^-_J_J`�acbdRUe�\f[]ePgF\f_hT]_J_-i/Rj\,V7kcRj\L_-lXmdgPe�\fQ7RUb5g�lngP[]oc^pRUQdi-gP`�qr_-b=st-u []ocePg�\fk g�_-b5`cgPbS_Uq'\fkcgFT]g�\5\fgPb5QL[]o�RvQd\dbd[]o ^hwxRj\d\dgPbdQ=sy�u gPg u gPeP\d[]_-o@zcs]{B_Uq'\dkcgB\dgP|J\dl$_J_-i~}]{���s



�G �¥ª�¹��¡�¡�¥¤�¤�_�o���g�µ�G���Z�_���>���¤�g��¥��\�Õ�_�M�>���e� �G±��M£BÜµ�e�g��¡��G���� g���o�e g¥ª�����
1 · |L| · . . . · |L| = |L|n−1 ��P�°��¥¤¥¯�B�G��� �G�T���G�Z�e�B g�

(n − 2) · 26n−1

�����H�G�ª�¦����� ¥¤� ±��_�M�>�!�ª�
S
�

ß!½¯ò ¾oÀEÅ¢Æ�Â�Ç¢À/ÈHGJIT½¯ß�K
�;Ï ��� ËBÑ4Í
Ù!���^��£7�¨Ö\�Z�¢�M¥ª ��G�ª�M�����/�G���T�¢�¤±�¡�¥¤�_�¢�_�B�Õ� ���Ð�!�e �¡�¡7�M�e���G�g�¨��«o�Z�������g���o�e���¤�����\�� g�e�ª��§��q g���ª�M�
���J�����5CH�\�¤�M���o���e�e�+�¢������¡��G���� g���>���G���e�_¡��G�_�e� �(���e�g�;�e�����\���¢�e�G�¤��§M�¹���g�v�G�g�¨�Z«E�q�M��¥¤Üv�_��±��q�\ ��
«���/Ú7� ;P<c> �F�������¯�o�e���_�� g�¢�Z�G�g�¨���+ÚM ¦�¨�e�¤�\�y�e��� �\ ��(�!�e�g�q�H�G�e�¤��§M�_�

¬ ���e� � ��ª�µ��¥��\�G� �d�\�g�/«!�dÜZ�\�g���M ��(�e�¤��§��G���E�_¥ª�_±�� �(�G�*���g�¹�¢� �*�����e�¹©g�g���£�� CH�_���G�ªÖM�E±®�\¡�¡��¤��§
���G�\±ÿ���e����«��ª�e���B���¨«��v�_���>���¤�g��¥7�e���G�g�¨���e���+�

� 8*Ë�Ì+Ï � Ê�Í+ÎÐÏ7Ñ � 2¨Ï � Ë�2
�Õ� �

L = { : � : , .. :  : } ���g�y«��G�R�G�

S = {(c1, ..., cn) | ∃! i ∈ {2, ..., n− 1} , ci = : � : ���g�
∀j 6= i, cj ∈ { : � : , .. :  : }}

�e�g�q�¢� �!�\���¢�e�G�¤��§M�!ÖM� �G�R��ÜB�¤��§µ� �\�g���R�G�ª�M�g� ²¦³ ���¦� » ³ �FM¹��©¦���

f : (i, a1, . . . , an−1) ∈ {2..n − 1} × Ln−1 −→ (a1, . . . , ai−1, : � : , ai, . . . , an−1) ∈ S.

�¸�J������¥¤�_�����G�g�¨�+�\�¤�g���_�_�ã�
f (i, a1, . . . , an−1) ∈ S

���\�J�\¥ª¥
(i, a1, . . . , an−1) ∈ {2..n − 1}×Ln−1

�
�Õ� ���Ð���e���¨«Ó�e�g���

f
�����\�(�e�����¦�y�M����·a�e�\·a�M���\�

�Õ� �
(c1, ..., cn) ∈ S

���¦�y¥¤���
i
£¦�^�G���T �����Ú( ��T�¤�g����è��¢ ¦�>�y�G�g�¨�

ci = : � : �J�¸�������_�M�¢Ü®�G���¢�_�
�e�¦�¨�

f (i, c1, ..., ci−1, ci+1, ..., cn) = (c1, ..., cn)
�g�e�;�G�g�¨�

f
�¤�!�M�M�G�g�

�Õ� �
(i, a1, . . . , an−1)

�\�g� (
i′, a′

1, . . . , a
′

n−1

) £7�;�����H�G�ª�¦���^� ¥¤� ±�� �(�G�¹���
{2..n− 1} × Ln−1

�
�¸�^�¤�¹�_�M�¢Üv�e�vÖ\�_�e�ª��Üv�e�g���_�4�¤���e�¦�¨�T� �\�e�\�

f (i, a1, . . . , an−1) 6= f
(
i′, a′

1, . . . , a
′

n−1

) �Õ�¢�2�e�g���
f���!�\��� ·¯�G��·¸�\���M�

ñ �¤�g���
f

����£¦�\�e���\�(�G�q���g�µ�\�g��·a�e��·¸�\�g�\�d�e�g��� �\�G���¤�g�\¥����4�R�>�J���\±®�\�ª�������_Ú( g�\¥��e�^�G����� �\�G���¤�g�\¥
���*�R�>�����\·¸���\±®���¤���

S
�����¦���G�( ¦�

|S| =
∣
∣{2..n − 1} × Ln−1

∣
∣

= |{2..n − 1}| × |L|
n−1

= (n − 2) · 26n−1.

� Ï32¨Ë Ý Ï ��� ËBÑ4Í_Ì
´ �!�G�d« �¤��G����) ñ ¡¦�+���¤±µ�_�;�\�7�e�ª±�¡�¥¤�!¡��G�(�\�Ð� )B�'�����h�Z�&���&�&�h�������������&�v�P�%�$�3�&�$�%�����n�&�+�������n���& '�
�+�'¡��+�%¢����f�'�n£.¡µ�G�g�¨�;�°�e�\¥¤ ��G�ª�M�ç�G�¶��¡��G�\£�¥¤� ± ±®�dÜç���M�g�e�¤�¢�q�����¢�M±��×H���\�G���e�¤�\�Õ� Ø �¢�M±µ�×e����·
���M ��g���¤��§q�\�Õ«��g�¨�o«��ª¥¤¥4£¦�Z���\�g�\� Ø �¢�M±µ�o×P�G�G�\�g�H���M�e±®���e�¤�\�������¢�G���e� ±��_�M�>� Ø �\�g���e�\±��o×DCH g�¢�e�ª©¦� ��·
�e�¤�\��� Ø ���e�+���M±µ±��_�g�v©g�g���¤��§yÜ\�\ g�G�e� ¥ª���G���;�� ��g���G�ª�M�����J�+�\�>���e� �(�e�_�g����ª�°�G���;�e�\¥¤ ��G�ª�M�g��§M�ªÖM� �
��£7�¨Ö\�M�

¬ ¥��¢�¦�+�e����×H�¤�(�e ��ª�e�¤�\� Ø ¡g�\�¢���\£¦�¨ÖM��¡�¥��dÜB�����T�¤±µ¡7�\�e�G�\�(���e�M¥ª�M�_�_Ö\�_�^�e���M �§\�T�ª�����Õ���\�����+���_�G�G���GÜ
�e��¡� ����R���¤�y�e���q�e�\¥¤ ��e�¤�\���
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® ¯ tvn®nqz�j�wyû hx°²±�uqûq��p z uü�nqwvû´³ xvj-µç�!r���w;}·¶®j�wvxyz
¬ �e���\¡°�e� ¥¤¥¤�x¸����r¹4� �G� �(���HÜB¡¦�+������£g��§M� ¥������g�v�g�M��¡�¥¤� �(�HÜ ; ±µ�M�e�^�G�g��� < º%> �����_�M�>�y�HÜB¡7�\�B»J�M 
§\��£� gÜ <Xº £g�\§\� ¥��!���g�v¡� ����e���_±ÿ�¤���µ£g�\§g�

¼  ��_�¢�e�¤�\��ë
���¨« ±®���BÜ����½¹4� �G� �(�;�M ��G� �\±��_�;� �\� Ü\�M ��£g�\§\�_¥R·P�¢�g�\¡�¡��¤��§��G�e�¤¡ �g�dÖM�+º ¬ ¥ª¥E�e�¦�¨�
±®���¢�e�_�G�!�������¨«é±®���BÜ�£g�\§\� ¥��o�����_�M�>�2�HÜB¡7�ZÜM�\ v£¦�M �§\�(�+�

ò!½¢¼ �MÈEÂ�Æ�ÇHÂ�ÇHÀ/È
�;Ï ��� ËBÑ4Í
�JÖM� �®�ª�4�ª�E«!�\�e�/���/�e�\�¤�T×e��¥¤¥��e�g���E±®�¨�e�e�_�G�����J�g�¨«Ä±®���BÜµ£g��§M� ¥������4�_�M�>���HÜB¡¦��ÜM�\ �£7�\ �§M�M�+� Ø ÜM�\ 
�e���\ �¥����g�dÖM�Z£7� �_�¶��£g¥ª�^�G��§\ ��+�e���e�g���¹¡g�\�¢�+�¦�e�ª�g� �TÜ\�M °¡� ����G���q£g�\§\� ¥����¤�¶��£g�\§����g�°�\¥ª¥��e�g���
¾ ì�¿'ÀrÁy±®�¨�e�e�_���¤�!���¨«é±®���BÜ�£g�\§\� ¥��!���*�_�M�>�2�HÜB¡7�TÜ\�\ v�g�dÖM�\�

ê��¨«T��¥¤���0�Ð���e� �^���¨«Ó�e�®���g�e«o� �o�e���qÚ( ��+�H�G�ª�M�Õ�

� 8*ÎÐÑ7Â ² »EÏ¦Ê�Í�ÍX8*Ë � 2¨Ï¦» � Ë �
Ù!���^��è�¡7�M�e�R�G�ª�M�������G���T��è��_�G� �¤�e�Z�G�dÜ��E�e���_�e�q�\�e�@¸µ�HÜB¡¦�+�!����£g��§M� ¥�� �B¥¤���G��� ��¥¤¥4�e�g� ±

{1, ..., 8}
�

´ �g�¨�!���G��¡¦�(�e�e�¤£�¥ª���\ ��>���\±��+�����ã±Ü��e���\¡�¡g�ª��§BºvÔ��\�/��è���±�¡�¥¤�\�(��� ���®¡g�¤�>�ÄÃ^£g��§M� ¥������4�HÜB¡7�
< �0Ãµ�����HÜB¡¦�µ�����g�����M���T�����G���q���G��� ���HÜ(¡7�_�_�o�¸�J�E«��G�R�G�q�\�g�q�¨� �e�_���G���q���G��� ���e���q�B �±;£¦�_�G�����
£g�\§\� ¥��o�����_�M�>�y�B�¤�g�ã���o§\���

(5, 5, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,
«����_�e�Z�e�g� < �¢���\�g���¨�g�v�B �±£7� �>�����G�¹©gÖ\�+�����g����¥¤¥4�e�g�T���e�g� �����G��Å � �G�M�_�

�¸�ã�ª�g�¢�e�+�\�µ�*¡��¤�>�M�_� < £g��§M� ¥��\�¦�HÜB¡7�_� < ·PÆ����g���^£g�\§\�_¥¤���\�g�HÜB¡¦��¸����*«E�M �¥��;§M�����e�g���¢�+Ú( �� �g� �

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3) .

�P��§\� �g� �>��¥a�M�G���T�\ ��G���M±��Z±;Üy�e���\¡g¡��ª�g§µ«o�\ g¥¤�2�e�B g�!£7�q���¢�+ÚM g� �g� �

(x1, x2, ..., x8) ,

«����_�e�

•
�+�\�>�

xi

�����®�¦�¨�e g�G�\¥Õ�B �±£7� � ; ����±æ���\�¹£� �ÜB�¤��§��g�\¥R� ·¸£g�\§\� ¥�� > �¦�e� ∀i ∈ {1..8} , xi ∈ N
�

¬ �g��±��\�G� �¨ÖM� �+�

•
�G���^�e�\�G�\¥Õ�B �±£7� ���\��£g�\§\� ¥��!��� <Xº ���e�µ�e�g���

x1 + . . . + x8 = 10
�

ê��¨«T�B�G�g�¨��£7� §M�ª�¦�o�e���e�\ ��g�2�Ð��±��¤¥ª�������\�g�y�o�_�����H�>���e�!«��G�ª�e�¤��§µ�e���q�e�\¥¤ ��e�¤�\�

ò!½¯ß ¾oÀEÅ¢Æ�Â�Ç¢À/È
Ù!���T�e��������¡7�M�G�¢�¤£�¥¤�Z�M ��G� �\±��_�o�G��±Ü�£g�\§\�_¥R·P�¢�g�\¡�¡��¤��§;�e�G�ª¡����

{(x1, ..., x8) | ∀i, xi ∈ N
���g�

x1 + . . . + x8 = 10} ,

«����_�e�
xi

�G� ¡��G�_�e� �(�>�o�e���;�( g±£7� ���\��£¦��§\�_¥¤�������HÜB¡¦�
i
�e�¦�¨�¹�!£7�\ �§M�(�_� ¬ �¹�¢�_� �°�¤����¥��\�G�ZÇ¨�¦�e�g�

� �\�G���ª�g�\¥4���*�e�������e�����¤�

C (10 + 8 − 1, 8− 1) = C (17, 7) = 19, 448.

� Ï32¨Ë Ý Ï ��� ËBÑ4Í_Ì
Ù!���2�e�\¥¤ ��G�ª�M� �¤�;�¢�¶�e���M�¢�£7�_�_�� g�e�®�G����¡��G�\£�¥¤� ±þ���;�\¥ª±��M�¢������¤�G�_������¡�¡g¥ª��� ���e�¤�\�.�����°�G�_�e �¥ª�
�e���¨«��y�¤����¥��\�G� �L»J�\ °�e���\ g¥¤�y�e�+� �\¥ª¥4�G�g�¨���G���^�� �¥¤¥��H�>�¨�G� ±�� �(�����*�e���T�G�_�e �¥ª�jÈZ g�e�_����£7�¨Ö\�Z���^ë

Ô��M����¥¤¥Õ�g�¨�G ��>��¥4�B �±£7� �>�
p
���g�

q
�

|{(x1, ..., xp) | ∀i, xi ∈ N, x1 + . . . + xp = q}| = C (p + q − 1, p − 1) .É u gPgFRUT]Qf_ ¥ kcgP_-b5g=wËÊv[]o u g=e�\d[]_-o@zcs Ì�_Uq,}]{���sÍ ¥ k g�\dg�|X\dln_X_-iÎ}]{��BV7b5[ \dg=Q
C (p + q − 1, q)

[]o*\fkcg�b5[]^-kJ\5¨�k�RUoc`ÏQd[]`cg�_UqF\fkcg�gPÐXÑcRj\f[]_-o�Y�[]o*\dkcgP_-bdgPw·ÊÄ_Uqu gPe�\f[]_-o�zcs Ì s



ò!½¯ò Ò¶ä�ÁgÇ¢ä�ÈEÂÔÓ�ä*Â�ÅHáÕä�ÃMÂ À/È�áÖÕ¹äL×/á�Å�ÀFØ�áÕäBÙ¦¿æÂnÚpÛTá
¬ �e���\¡°�e� ¥¤¥¤�x¸����r¹4� �G� �(���HÜB¡¦�+������£g��§M� ¥������g�v�g�M��¡�¥¤� �(�HÜ ; ±µ�M�e�^�G�g��� < º%> �����_�M�>�y�HÜB¡7�\�B»J�M 
§\��£� gÜ < º £g��§M� ¥�� ������¥ª�+�\�¢���\���T�\�*�+�\�>�v�HÜB¡¦�M�¦�\�g�v¡� ����G��� ±æ�ª����£¦��§g�����¨«ö±��\�BÜy���r¹7�_�e�_�(�
�\ ��G���M±��_��� �\�yÜM�\ ��!£g�\§\�_¥R·P�¢�g�\¡�¡��¤��§;�e�G�ª¡v�g�dÖM�+º

ò!½DÜ �MÈEÂ�Æ�ÇHÂ�ÇHÀ/È
Ù!�����*�¤���e�g�!�G��±��o¡��G�\£�¥¤� ± �M�*�\£¦�¨ÖM�\�d��è�� � ¡��*�e�g�����_�\�>�

xi

���
1
�\��±��\�G�\� ñ �g�d�G�����¢� �*�\�¦¡7�M�G�¢�¤£�¥¤�

�\ ��G���M±��_�!���

{(x1, ..., x8) | ∀i, xi ∈ N
�\�g�

xi ≥ 1
�\�g�

x1 + . . . + x8 = 10} .

¬ �o�e�g���o¡7�\�¤�(�_�B� �ª�e���_�!Ü\�\ 2�e�_±µ�_±£7� �E�e�g���E�G���^� ���>���¤�g��¥¦���Õ�G�����/�HÜB¡7�¹�\���¢� �o«!�\�E§\�¤Ö\�_�2�� ��G�¤��§
�e�g�µ� ¥¤�M�e�^���¦��Ü\�M �«��G�R�G�;�¤±�±µ�+�����¨�e�_¥ªÜ��G���®���g�e«o� � ; «��®�_���\ g§\�ÝCH ¦�H�G�R©¦�_�¨�G�ª�M�Õ�ã���E� �\ ��>�e� > �4�M�Ü\�M v���\�/���!�G� ±��_±£7� �!�e�¦�¨���e�+�¢ g¥R���\�g�2ÜM�\ v�\�_� ¡v�\�y�e���¤���B�ª�g§g�¤�ª�

²7³ ê����G���e�¦�¨�_���R�q�+�\�>�
xi

�¤� < �M��§\�G�_���e� �+�o�e���_�
xi − 1

���
0

�\��§M�e�+�¨�G� �+�Ö�����0�Ð�2����©g���
yi = xi − 1

�
» ³°´ �¦�¨�����!�e���q�e �±��\���G���

yi

º
y1 + . . . + y8 = x1 − 1 + . . . + x8 − 1 = 10− 8 = 2

�
ÝB³ Ôg�\��\�BÜ��\ ��>���M±µ�

(x1, . . . , x8) ∈ N
8
�_� �+�

∀i, xi ≥ 1
���¦�

x1 + . . . + x8 = 10
�Õ�T� �\�

����©g���q�
(y1, . . . , y8) ∈ N

8
� � �_�

yi = xi − 1
�
yi ≥ 0

�\�g�
y1 + . . . + y8 = 2

�
Þ ³ Þ��\�G� �¨Ö\�_�_�M�E�_���;×¢¡� ��!�e�g�Z�M ��G� �\±��_�

(x1, ..., x8)
�ª�y�\��� ·¯�G��·¸�\���Z���M�e�G�_�e¡¦�M�g���_�g����«��T�e�g�

�e�����\�
(y1, ..., y8)

� Ø ���¦�y�E�B���¨« ; ���e�M±ý��¥��\�G� > �G�g�¨���G���T�B �±£7� ���\�*�_¥ª�_±µ�_�(�G�!���*�e�g�q�¢� �

{(y1, ..., y8) | ∀i, yi ∈ N
���g�

y1 + . . . + y8 = 2}

���
C (2 + 8 − 1, 8) .

ñ ���!� ���v«��G�R�G�¹�G���q�e�\¥¤ ��e�¤�\�v�ª�v�G���^���\¥¤¥ª�¨«��¤��§�«!�dÜ7ë

ò!½dß ¾oÀEÅ¢Æ�Â�Ç¢À/È
Ù!���T�e��������¡7�M�G�¢�¤£�¥¤�Z�M ��G� �\±��_�o�G��±Ü�£g�\§\�_¥R·P�¢�g�\¡�¡��¤��§;�e�G�ª¡����

O = {(x1, ..., x8) | ∀i, xi ∈ N
���¦�

xi ≥ 1
���g�

x1 + . . . + x8 = 10} ,

«����_�e�
xi

���Z�e�g�µ�B �±;£¦�_�T���o£g��§M� ¥��¹�\�E�HÜB¡7�
i
�e�g���T��£7�\ �§M�M�+� 9 Ü�����©g���¤��§

yi = xi − 1
���¦�

���\�e�¤��§v�e�g���
∀i, yi ≥ 0

�\�g�¶�e�g���
y1 + . . . + y8 = 2

���\���®�e� �_�Z�G�g�¨�T�G�����e���T���!�\ ��>���M±µ�+�Z�¤�
±®��¡�¡7�_�y�G�;�G���q�e���

P = {(y1, ..., y8) | ∀i, yi ∈ N
���g�

y1 + . . . + y8 = 2} .

¬ ¥��e�g���\�g�Z�+�\�e�ª¥¤Ü2�e���¨«��E�e�g���
²7³ �G���q±®��¡g¡��ª�g§®�¤���M�(�e�g�g�¯� �\�o��¥¤¥

(y1, . . . , y8)
�ª�

P
� �\�v£7�q��� ©g���_�v���G�\±æ�

(x1, . . . , x8)
�¤�

O
� ¬ �g�v±��\�G� �¨ÖM� �+�

» ³ Ù!�g�v±®�\¡�¡��¤��§.�¤�µ�\�g��·a�e��·¸�\�g�\�J�e�ª�g� �°���¤�¢�e�¤�g�����M ��G� �\±��_�
(x1, . . . , x8)

�\�g�
(x′

1, . . . , x
′

8)ÜB�¤� ¥������¤�¢�e�¤�g�����¢�+ÚM g� �g� �_�
(y1, . . . , y8)

���g�
(y′

1, . . . , y
′

8)
�

ñ �^�G�����B �±;£¦�_�J���ã¡7�M�G�¢�¤£�¥¤���\ ��>���\±��+���e�q±;Ü;£¦��§\�_¥R·P�e���\¡�¡g�ª��§Z�G�e�¤¡��¤�J�e�����_���>���¤�g��¥��\�
P
�\«������>�

��� ���M���¢�_� ���ª����¥��\�G�
C (2 + 8 − 1, 8− 1) = 36.
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� º%º ���


