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|f}U~G� o�y��t�S�t�_�g�Y�M���j���Q���9�,�x�7���(���m�b���t�{��l/�,���X�t�����,���Y�b�����j�7���Q�t�Y�b�����j���X���t�Y�j�Y�
���3�(�t�G�R�`�t�Y�j�Y�1�m�b���t���t�V�t�{�����j�7�?�b���{ B�{�j�¡�{�t�(�¢���3�(�t�����S���Y�b�����j�7�{ B�{�^���{�����1�m�b���t��l

��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥«ªx¬Sªx¬���§S¯®¦°V£²±x³R´�®/µ lg¶¸·^�j�Y�X�t�����m�b���t�,¹������e�{���Y�
(V, E)

�Oº��t���j�
V
�������j���g���

·^»��¡�j�j�¼���7�&¹`���{�
V
���D���j���D�(�¦·9�7�����7�&¹?l_½"���3�����Y���X�¡�Q�_���

V
�¼�D���V�t�t���3�����j�7�{ ��{���Y�

{u, v}
�O�U���

�j���X�
u, v ∈ V

l�¾²���b�g�U�m�j�e�(�������
(V, E)

���c�
simple graph ≡ ∀e ∈ E, ∃u, v ∈ V, u 6= v

���{�
e = {u, v} .

��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥¿ªM¬¼À�¬_��§U³R£,Á(¨�£,ÂÃ±x³$´t®/µ lÄ¶Å·^�t�Y�b�����j������3�(�{�,¹g�����p�{���Y�
(V, E)

�tº��{�¡�b�
V
�¼���p�j���

�(�¦»����^�b���¡���f�(�x�
V
�¼�c�X�j���c�(�¦���t������li½Ä�m�3�����Y���X�¡�Q���(�

V
���c�������3���¡�b�����{�(���

(u, v)
���U�m�g�^�m�X�

u, v ∈ V
l�¾����b�_�U���b�X���Y�����
(V, E)

�¼�c�
directedgraph ≡ ∀e ∈ E, ∃u, v ∈ V u 6= v

���{�
e = (u, v) .

��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥ÆªM¬�ÇG¬¦È[£,§V±MµB£,Â�±{³R´�®¦µ�É�ËÊ/°U¨7§ÌÉb±x³R´�®¦µ�É�ÆÊB°V¨�§U®¦°V§SÁ�§V¨bÍÄÎ ¶Ë·9ºd�¡�����t�7�����3�(�t�,¹¦���B�
�j�b���t�Y�¡�

(V, E, w)
º��t���j�m�(�������t���Y�j�����p�b�

V
�(�{�

E
�Q���t���{�m�i�c·9ºd�¡�����Q�¦�U�t�{���j�����,¹

w : E −→ N
l

Ï ��»��¡���(���7�����
e ∈ E

�
w (e)

º����Y�GÐx�����(���Y�7���Y�b�����t�Y�j���t�Y�¼���Y�9��l
�,�m�p�D�b�¡�e�(�bÑ�� Î
´xÒËÓ �t�¼������Ô{�{�Õ�b�Y�m���¼�f�{�j����U����ÐM�(�b���t�{�����j�7�?�b�����(�{�������j�7�?�b������3�(�t�{��l
Ö Ò�× �������t�{�����j�7�?�b������3�(�t��º��Õ�b���Y�,���x���V�j�¡���,����l�k�l ØXÐx���Y�Rºg ����Õ�_�����¡���,»����t�Y���Q�"�b������Ô{�{�

w ({t}) = 2
�U���c�X�j�Y�X�t���D�Y�,���G�{�^�x�3���m�

{t}
����Ù/�Y�m�t�j�XkmlYkD½cl

ÁQÒ�× ���j�t���{�{�����j�7�?�j�7�D�¡���j�c�U�b���j�M���?�b�Y»m�¡�����7���Y�b�����j�7�{ ?�$�Y�����B�����,»m�¡�t���¡�Q�O�j�c���¡Ô{�t�
w ({α, β}) =

0
�U�b���j��l

w ((α, β)) = 0
 "�U���c���Y���{���Y�3�

α, β ∈ V
��l ��l

{α, β} /∈ E
�V�j�7�^�Gl

(α, β) /∈ V
 �l

ÂiÒËÓ �t�¼�f����ºf�$�e�(�/�j���t�b���j�¡�Q�j���t�p�����m�����t�Y�j���t�Y�¼���Y�9���Y�i���Õ�O�¡�b�¡�Q���U�b���Ú�b�{�R�c���dÛ�k?Ü¢l
��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥Ýªx¬�ÞG¬X	³$´t®/µ/ß�àe§V¨�µ[°S©�©x®/ßmá�®/ß7£,ÊBÂ/©tÉ3±{³R´�®¦µâ× �¯�x�^���{��� É ���3�(�t�x�¡�/���t���j�����(ã,�7�
�j�{�`���m�{���Y�j�����

u 6= v
�Y�Ë�g�¡Ô{�t�Y�j�����{�`k�l�k��(�{��kml äX��Ðx�R»m��lcå_�t�D�j�,�{�_�(���Y�Rºc���7�����7���(�¦�b�t���U�m�j�

�U���²�(���{�{�����j�7�?�j�7���{�^���{�����1�m�b���t�x 
{t}

�����U���²�e���Y�b�����j�7���{�^���{�����1�m�b���t�x 
(x, x)

l Ó �t���j�������m���
�(�b�D�¡�(�������e·9���,���{�9¹�l

��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥æªM¬¼ç�¬dè�¥BÂ/§U³R£,Á(¨7£,ÂÆ±x³R´�®¦µ ¶â�j�Y�X�t���f���3�(�t�p���i�{�j�¡�x���(�¢���3�(�t�`�Y�Xº��t�¼�3�p�j�t���7�����7�
�(�b�D�^�¡�b�

{u, v}
�b�(�j�t���f�j�{����m�b�����j�7���{���Y�3�

(u, v)
l

�,���_�b�t����ãt���p�{�Y�7�f�(�B�m�b���t������Ô{�{�Õ�b�Y�m�{�f�Y��Ù/�����t�b�Xk�l�kD���{� Ó ��Ðt�Y�ekml
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êxë¡ì?íSîVï3ë�ð
V ñRòOó ë ó¡ô ë?ð E õ�²á
V = {a, b, c, d, e}

�
E = {{a, c} , {b, c} , {b, d} , {c, d}}��á

V = {f, g, h, i}
�
E = {(f, g) , (g, i) , (h, i)}��á

V = {j, k, l, m, n}
�
E = {{j, k} , {j, n} ,{k, l} ,{k, m}

�
{l, m}

�
{m, n}}��á

V = {o, p, q, r, s}
�
E = {(o, p)

�
(p, q)

�
(p, r)

�
(q, r)

�
(r, p)

�
(r, s)

�
(s, o)}�`á

V = {t, u, v}
�
E = {{t}

�
{t, u}

�
{t, v}

�
{u, v}}�Dá

V = {x, y, z}
�
E = {(x, y)

�
(y, y)

�
(z, y)

�
(z, z)}

ö�÷�øùí1î úMøùîVï¡îÌíSîVë�ð`û�üÄë¡î ô7ý íMþ3÷ ò ï�í1îVÿ ò w õ
���������`á�� �(�c�{�¡���t����l
��á

w ({k, m}) = 3
�
w ({j, k}) = 2

�
w ({j, n}) = w ({k, l}) = w ({m, n}) = 1�(�{�

w ({α, β}) = 0
�U�m�c�(�����(�b�t�¡���{���Y�3�

α, β ∈ V
l

��á
w (o, p) = 2 � � w (p, q) = 1

�
w (p, r) = 1

�
w (q, r) = 1

�
w (r, p) = 2

�
w (r, s) = 1

�
w (s, o) = 1

l
w (α, β) = 0

�U�m�c�(�����(�j�{�¡���{���Y�3�
α, β ∈ V

l
�Dá

w (x, y) = w (y, y) = w (z, y) = 1, w (z, z) = 2
l

� N¼<���=?\	�>5�h(6iZ�=?.V6¦.V;>A?=?.S=?\$@G<1=
�B.V; <S6 w ((o, p)) = 2
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 q����Qyv�{�g¾²�(�j�t���e�R�j�¼�¡������Ð��9�7�?�3�d�j�{�(�g�����b���b�YÐM���j�t���m�b���t�{�d�(�¦Ù/�Y�m�t�j�XkmlYkml

ätl�����u�oOq������{q�� � �mqGo�w
��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥�À�¬VªM¬¦�XÂ��7´tÁ�£,¥O¨��x£Q³$¨�§SÁ�£,ßi× �������{�{�����j�7�?�j�7�����3�(�t�

(V, E)
�������t�Y�j�Y�1�m�b���t�

(V, E, w)�����x�^���{���(�¢���3�(�{���Q�p»m�¡�j�j��ã
u
���Ä·j�����^�������Q�9¹g�b�X�p»m�¡�j�j��ã

v
�Õ�

{u, v}
Ðx���Y�m�t�m�d�b�

V
l

× ��p�����j�7�?�b�����m�b���t�
(V, E)

�m�"���t�Y�j�Y�1�m�b���t�
(V, E, w)

���f�����j�7�?�b�����x�^���{���(�¢���3�(�{���m��»����^�b��ã
u
�¼�c���	�^�m�����m�f�b�X�p»m�¡�j�j��ã

v
�Õ�

(u, v)
�m�

(v, u)
ÐM�¡�����{�m�d�j�

V
l

× � ���â�����m�
(u, v)

�
u
�¼���¡���Y�����Ã�b�t��· ß¡¨7´�³$¨æ®Ä©M§V¥O¨ ¹����X· §V¥/§U¨�§S´t° �M£Q³7¨7£"! ¹Æ�(�{�

v
�¼��j�t�

· £,¥BÂB®Ä©M§V¥O¨ ¹_���Ä· ¨7£m³R §S¥B´{°#�x£Q³$¨�£"! l ¹
��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥ÃÀ�¬ÌÀ�¬c�¡¥BÁm§VÂ/£Q¥/Á�£�©%$f´t¥æ£,Â/±x£�´t¥/ÂÃ´&�x£Q³$¨�£"!�× ���(��t�{�����j�7�?�b�����m�b���t�

(V, E)
���

�`�{�Õ�b�Õ�¢���3�(�t�
(V, E, w)

���c�x�^���{���(�¢���3�(�{���{�(���7�����
e ∈ E

���d·9���{���¼�����m�^¹��j���e»m�¡�j�j�¡ã
u ∈ V

�Y�
u ∈ e

l
× ���p�t�Y�b�����j�����m�b���t�

(V, E)
���f�`�{�Õ�b�Õ�¢���3�(�t�

(V, E, w)
�m�f�t�Y�b�����j�����{�j�¡�x���(�¢���3�(�t�G�Q�����7�����

e ∈ E
���f���{���¼�����m���b���p»��¡�j�j�¡ã

u ∈ V
�Õ�

e = (u, v)
���

e = (v, u)
�U���c�j���X�

v ∈ V
l

��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥ À�¬�ÇG¬��£,±x³$£,£�©%$�´'�M£Q³7¨7£"!¿©%$�´æß7§V¯®¦°V£Æ±x³$´t®/µ)(9Ê/¥/ÂB§V³$£,Á�¨�£,Â ±{³R´�®¦µiÒ`Ó �{�
·j���¡�m�j���?¹��(����»����^�b��ã

v
�����`�j���p�{�Y�c�m�b���t�

(V, E)
�����j�t�_�,�t�`ÐM�¡�"�(��»����^�b���¡���¦�b�{�R�f�(�b�g�����^�������Q�

�j�X�Y��l
Ó �t���������b�¡�Ä���M��»����^�b��ã

v
���p�����{�{�����j�7�?�j�7�`�x�^���{���(�¢���3�(�{�

(V, E)
�¼�B�j�t���,�t��Ðx���/���x»m�¡�j�j�¼�����

�j�x�R�g�(�b�D���	�^�m���¡�Q�f�j�e�Y���{º��t�¡�b�D�Y�,���x���(�b���¡���t�Q�j�7��9º����¡��l
Ó �t���������b�¡���¡�����b�Q�x�fÐx�����¡Ô{�t�7��e�(�j�t���X�(�j�¼�¡���Y����Ð,�

deg (v) =

{

|{u ∈ V | v 6= u
�(�{�

{u, v} ∈ E}|
�Y�
{u} /∈ V,

|{u ∈ V | v 6= u
�(�{�

{u, v} ∈ E}| + 2
�Õ�
{u} ∈ V.× �e�D�^���X�t�Y�m�m���t�Y�j�Y�G���i�{�j�¡�x���(�¢���3�(�t�

(V, E, w)
���j�t�_���¡�m�j���d�¼�¦�b�t�c�^�{�[�(�M�j�{�c�`�t�Y�j���t�����¡�Õ�b���

�(�/�����m���f���{���¼�����m���b�e�Õ�7�{�(�Q�(����º+*`���Q�m�{�����m�t�Q�j�7���9º��¼��� é l
deg (v) =

∑

u∈V

w ({u, v}) .

× ���p�t�Y�b�����j�����m�b���t���Q�j�t�7�^���t��Ô{�t�Y�j�����x��Ðx�7���m�p�ml
��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥ À�¬�ÞG¬p�£,±x³R£Q£%��§V¥GÉ�´{¥BÂ ©MÊG¨¡ÉbÂ/£Q±x³R£,£æ©%$e´,�M£m³$¨7£-!.(9Â/§U³R£,Á(¨�£,Â ±x³$´t®/µ   Ó �{�
·^�Y���&�������b�¡�?¹g���/��»����^�b��ã

v
�����p�����j�7�?�b������3�(�t�

(V, E)
�¼�Ä�b�t���,�t�`ÐM�¡�f���B���t�����d�b�{�R�����{��(�

v
l

× �g�¡�����b�,�{��ÐM������Ô{�{�������
deg− (v) = |{u ∈ V | (u, v) ∈ E}| .

é0/ =�=?2$@B03.V6i]^=?\7:¡<S695D<1�B;>]96i;>:c<147;>@B632�2$.S69@S@1@1;>=?:�h�69]^03\$@S6
w ({v})

��03@�<¢054?69:�<S=�h(6
2
;>:DF�69]9<S;>=?:76?K 87K



9pë ô ìjë3ë;:�î ò û ó ë ô ìjë3ë<:fÿR÷�í1û ó ë ô ìbëbë õ=%>@?BA CED3FHGID3? ¶ J ½
K CELNM@OBP � Q R S T U V W X Y Z [ \

deg
é ] ^ ] _ ^ ` ^ a ] b ] ]

cdA CID3FHGID3? e � Ù
K CILNM@OBP f g h i j k l m n o p q
deg−

_ é _ ] é b é ] é _ é ]
deg+ é é é _ ] ] é ^ é é ^ ^
deg

é ] é ] ^ ` ] a ] é b a
 q��%�Qysr���t��b���M�¡�j�j�����d�(�/�j�{�����3�(�t�{�d���¦Ù/�����t�b�Xk�l�k�l

× ��j�t�������j�����/�e�����b���?�b����`�t�Y�j�Y�¢���3�(�t�
(V, E, w)

���m�t������Ôx�t���

deg− (v) =
∑

u∈V

w (u, v) .

Ó �t�g·^�����j�¢�t�¡���b�¡��¹����i�X»m�¡�j�j�¡ã
v
���²�������b���?�b�������3�(�{�

(V, E)
�¼�f�j�{�`�,�t�`ÐM�¡�g�(�i�����m���f�b�{�R�

�^�b�(�j�f�U�j�m�
v
l × �g�¡�(��j�,�{�cÐx�����¡Ô{�t�7���m�

deg+ (v) = |{u ∈ V | (v, u) ∈ E}| .× ��j�t�������j�����/�e�����b���?�b����`�t�Y�j�Y�¢���3�(�t�
(V, E, w)

���m�t������Ôx�t���

deg+ (v) =
∑

u∈V

w (v, u) .

� ���j���j�x�R���j�{���j������Ô{�{�Õ�b�Y�m�{��ºd���bÑX�U�������3�(�{�{�dº��Õ�b�����,���{���V�{�j�¡�{�����1�m�b���t�{�3 i�b�,�{l
Ó �t�f·^�������b�¡��¹����B��»m�¡�j�j�¡ã

v
��������Y�b�����j�7�����3�(�{�

(V, E)
���"�b�t�_�,�t��Ðx���"���G���t�����Ä�j�x�R���9�3�(�j�

�U�b��� �m���¡�{���R�
v
l × �g�¡�����b�Q�x��Ðx���t��Ô{�t�7�����

deg (v) = deg+ (v) + deg− (v) .u ���X���jÑ�� Î
•
Ó �t���j�����¡Ô{�t�Y�j�����{�X���j���j���p�{�Y���`�b�{�(�¯�b�t��¡���b�j�7�^�M���x���Y�{�²����Ô{�{�Õ�b�Y�m�{���U���`�{�{�����j�7�?�j�7�
���3�(�t�x�¡l

•
Ó �t���������b�¡�²�����¯»����^�b��ãÃ�(��� �����j�7�?�b���Ã���3�(�{�{���¼�e�b�t�Ë�b�(�X���������b�¡���Y��{�m�����Å�j�{�
�t�{�����j���,�Y�{�p�{�{�����j�7�?�j�7���m�b���t���t�j�¡���,�7�?�j������ä�lwv�Ðx���Y�Rº�l

Ó �t���������b�¡���f���G�b�t��»����^�b���¡���f����Ù/�����t�b�Xk�l�kD���j�D�����^�j�7����� Ó ��Ðt���`ä�l
��£m¤¦¥/§U¨�§S©x¥�À�¬¼ç�¬Äè�¥BÂ/£Q³R°UÍ�§V¥/±�Ê/¥BÂ/§U³R£,Á(¨7£,Â²±{³R´�®¦µ�©%$G´eÂ/§U³R£,Á(¨7£,Â²±{³R´�®¦µ�Ó �t�/·^�t�{�t�¡�b�Y�,���t�
�t�{�t�Y�b�����j������3�(�{�,¹g�(�¦�������b���?�b������3�(�t�

(V, E)
�¼�d�j�t�D�t�{�t�Y�b�����j������3�(�{�

(V, E′)
�mÐ��b���Y�{���ÐQ�

�b�¡�t�¼���¡�Y�t�p���m�3��7�����
(u, v) ∈ E

Ð,���b�t���U�{�{�����j�7�?�j�7�{ d���t���
{u, v}

l
E′

���d�b�,�{�c���¡Ô{�t���Ð,�
E′ = {{u, v} | (u, v) ∈ E} .
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